Локальный фрактальный анализ финансовых 

временных рядов.
Н. В. Старченко, М. М. Дубовиков.

                                Доклад на конференции в ВШЭ.

                 1. Введение. Индекс фрактальности.
Начиная с конца прошлого века, тема финансовых временных рядов уверенно занимает одно из лидирующих положений в научных журналах, даже таких, как Nature или Science. Надежно установлено, что эти ряды на разных масштабах выглядят примерно одинаково. Основной характеристикой таких самоподобных структур, как известно, является размерность D, введенная Хаусдорфом еще в 1919 году для анализа объектов (таких как множество Кантора, функция Веерштрасса, кривая Пеано, ковер Серпинского и др.), к которым методы классической дифференциальной геометрии были абсолютно неприменимы [1]. Показатель D  определяется из соотношения:

[image: image1.wmf]D

N

)

/

1

(

~

)

(

d

d


при  
[image: image2.wmf]0

®

d

,




      (1)

где  
[image: image3.wmf])

(

d

N

- минимальное число шаров, покрывающих исходное множество. Для привычных в классическом анализе регулярных множеств (например, гладких кривых или поверхностей) D совпадает с топологической размерностью DT,  равной минимальному числу координат, необходимых для описания таких множеств. Для «патологий» же, типа множества Кантора и др., оказалось, что размерность Хаусдорфа  во-первых, как правило является дробным числом, а во-вторых,  всегда больше топологической размерности DT. Последнее свойство позднее использовал Мандельброт для одного из возможных определений фрактала, согласно которому «фракталом называется множество для которого 
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Особая важность этой характеристики связана с тем, что она определяет значение показателя Херста H, который является показателем устойчивости тренда (направленного движения ряда вверх или вниз). Для широкого класса  процессов (например, для гауссова случайного процесса) H = 2-D. Между тем, на практике, для надежного вычисления D (или H) требуется слишком большой репрезентативный масштаб, содержащий несколько тысяч данных [3], внутри которого, временной ряд много раз меняет характер своего поведения. Это связано с тем, что с одной стороны, реальные временные ряды всегда имеют минимальным масштаб структуры 
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, с другой же стороны, приближение к соответствующему асимптотическому режиму обычно является слишком медленным. Как показано в [4], чтобы определить размерность D локально (т.е. на масштабах, порядка характерного масштаба основных динамических состояний процесса), для ее вычисления следует использовать выражение:
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 является разностью между максимальным и минимальным значением ряда на отрезке 
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. Причем быстрый выход функции 
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на асимптотический режим (1), получается при таком способе вычисления D автоматически. Показатель 
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(который определяется разностью между 
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) будем называть индексом фрактальности.
В настоящей работе приведены некоторые результаты исследований финансового рынка, проведенных в ЗАО «Управляющая компания «ИНТРАСТ» в последние годы. Эти результаты основаны на использовании  локального фрактального анализа на базе вычисления показателя  
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 для решения задач идентификации и прогноза финансовых временных рядов.
       2. Задачи идентификации.
Задача идентификации обычно заключается в корректном определении внутреннего состояния системы на основе наблюдаемой реализации временного ряда. Для решения этой задачи введем функцию 
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 как такое значение  в момент времени  t , которое получается в результате вычисления показателя 
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 на минимальном, предшествующем моменту  t  интервале 
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, где этот показатель еще может быть вычислен с приемлемой точностью. В случае непрерывного аргумента t в качестве такого интервала можно было бы взять произвольно малый интервал. Однако поскольку на практике временной ряд всегда имеет минимальный масштаб (например, один день), то 
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 имеет конечную длину (в нашем примере мы берем 
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 = 32 дня). На  рис.1 представлен типичный фрагмент ценового ряда одной из  компаний, компаний, входящих в индекс Доу-Джонса вместе с вычисленной для этого фрагмента функцией 
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Рис.1. Ежедневные цены акций компании Exxon Mobil Corporation (правая шкала, японские свечи) и график функции 
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 (левая шкала, сплошная линия).

Достаточно беглого взгляда на рис.1, чтобы понять, что индекс 
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 имеет прямое отношение к поведению временного ряда. Действительно, на интервале между 1-м и 39-м днем, где цены ведут себя относительно стабильно (флэт), 
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 > 0.5. Далее, одновременно с развитием тренда на графике цен, 
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 резко падает ниже значения 
[image: image30.wmf]m

= 0.5 и, наконец, после 56-го дня, где цены находятся в промежуточном состоянии между трендом и флэтом, 
[image: image31.wmf])

(

t

m

 возвращается к значению 
[image: image32.wmf]5

.

0

»

m

. Таким образом, исходный ряд оказывается тем стабильнее, чем больше значение 
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. При этом, если 
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> 0.5, то наблюдается флэт, если 
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< 0.5, наблюдается тренд. Наконец, если 
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, то процесс находится в промежуточном состоянии между трендом и флэтом, которое в точности соответствует состоянию случайного блуждания в модели Башелье [5]. Такое состояние оказывается тесно связанным с  гипотезой эффективного рынка (рынка на котором цена способна агрегировать в себе всю имеющуюся на таком рынке информацию) [6]. 

Подобная корреляция между значением 
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 и характером поведения исходного временного ряда наблюдаемая для всех  фрагментов соответствующих временных рядов с масштабами наблюдения (минимальными масштабами), по крайней мере, от одной минуты до одной недели. На интервалах, содержащих несколько тысяч минимальных масштабов, эта корреляция в точности соответствует корреляции между показателем Херста H (с учетом H = 2-D = 1-
[image: image38.wmf]m

) и персистентностью ряда. 
Результаты тестирования различных финансовых временных рядов (индексов, отдельных акций, валют, товаров) показали, что доля случайного блуждания для них меньше 50 % (типичный результат попадает в интервал 25-50 %). Это означает, что классические методы управления активами (например, портфельные методы), которые явно или не явно предполагают выполнение гипотезы эффективного рынка, адекватно работают на рынке не более половины времени.

Другим приложением решения задачи идентификации является определение индивидуальных характеристик различных финансовых инструментов путем вычисления доли разных типов поведения на разных временных масштабах. В среде трейдеров и финансовых аналитиков достаточно часто возникают дискуссии об отличиях в поведении, например валют и акций, обсуждаются различия в поведении акций различных секторов, а  в практике торговли производными инструментами важным оказывается различие в поведении акций и индексов. Часто можно услышать обсуждение различий в поведении одного инструмента на различных минимальных масштабах. Причем мнения могут быть диаметрально противоположными. Локальный фрактальный анализ может внести некоторую количественную ясность в данный вопрос. 
В качестве примера приведем графики зависимости долей разных типов поведения от масштаба наблюдения (масштаб берется от одной минуты до одной недели) для рынка наиболее ликвидных российских акций и для наиболее популярных валютных пар (см. рис.2 и  рис.3).
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Рисунок 2. Средние доли разных типов поведения на различных масштабах наблюдения для временных рядов цен акций, входящих в индекс ММВБ.
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Рисунок 3. Средние доли разных типов поведения на различных масштабах наблюдения для временных рядов курсов четырех основных мировых валют. 
Из графиков видно, что доля случайного блуждания на рынке акций примерно постоянна на всех масштабах и колеблется в пределах 40 %. При этом на минутном масштабе доля случайного блуждания наибольшая, для других масштабов сопоставима с долей трендов.

Для рынка валют иная ситуация. На малых масштабах велика доля флэтов, т.е. колебаний около равновесного уровня, в то время как на больших масштабах доля случайного блуждания становится максимальной. 

Таким образом, отличия рынка акций от рынка валют можно выразить количественно, что позволяет делать выводы о применимости тех или иных методов активной торговли, которые, очевидно, будут различными для этих рынков.
 
     3. Задачи прогноза.
Задача прогноза в общем случае состоит в определении каких-либо количественных или хотя бы качественных характеристик будущего поведения временного ряда на базе имеющихся исторических данных. Локальный фрактальный анализ может быть эффективно использован при решении самых различных задач подобного рода.  Рассмотрим классическую постановку  задачи об определении интервала, внутри которого окажется цена через заданное время с заданной вероятностью. Такой прогноз обычно используется для оценки риска потерь при инвестициях в ценные бумаги. Применение локального фрактального анализа позволяет уточнить данный прогноз с помощью перехода к условным распределениям. Пример приведен на рис. 4, где представлены эмпирические плотности распределение дневных приращений индекса Доу-Джонса в зависимости от наблюдаемого состояния.
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Рисунок 4. Эмпирические плотности распределения будущих дневных приращений индекса Доу-Джонса в зависимости от наблюдаемого текущего состояния.

Как видно из рисунка, вероятности сильных изменений цен являются наибольшими в том случае, когда наблюдается тренд и наименьшими, когда наблюдается флэт. Такой результат совпадает с интуитивным пониманием специалистами величины риска в различных рыночных ситуациях и позволяет использовать уточненный прогноз для принятия более эффективных решений. 

Следующим результатом применения локального фрактального анализа к задачам прогноза является построение индикатора сильных изменений цены. Такое поведение рынков обычно связывают с обвалами или с корнерами («пузырями»). Соответствующий индикатор основан на доказанном в [7] эффекте увеличения крупномасштабных флуктуаций при  подавлении мелкомасштабных. Этот эффект  является следствием следующих двух фактов. Во-первых, степенной закон для функции 
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 выполняется с удивительной точностью  на огромном интервале масштабов (от нескольких минут до нескольких лет). Во-вторых, степенная функция обладает особам свойством: чем выше ее рост (по сравнению с функцией с другим степенным показателем) при малом значении аргумента, тем он выше при большом значении последнего. На рис. 5 вместе с агрегированным индексом, включающим в себя,  наряду с DJIA и RTS,  все основные мировые фондовые индексы, представлен индикатор, построенный на основе указанного эффекта. Агрегирование индексов здесь используется для того, чтобы уменьшить число экзогенных факторов, исключив, предварительно влияние фондовых рынков различных стран друг на друга. 
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Рисунок 5. Агрегированный (по всем крупнейшим фондовым рынкам с соответствующими весами) индекс в относительных единицах(правая шкала) и соответствующий индикатор нестабильности, центрированный относительно среднего значения (левая шкала).
Из рисунка видно, что индикатор показал резкое уменьшение мелкомасштабных флуктуаций, начиная с 2001 года, два раза.  Первый раз - в декабре 2004 года, после чего через полгода последовал бурный рост всех индексов, который продолжался около двух лет. Второй раз - в апреле 2008 года, после чего, также примерно через полгода, в связи с кризисом произошло резкое падение всех индексов.

                                               4. Заключение.    
В течение почти ста лет наука о финансовых временных рядах существовала в виде двух не связанных направлений. Стохастический подход развивался главным образом в академической среде, динамический подход – в среде профессиональных участников фондового рынка. В 90-х годах прошлого века, когда стали доступными для анализа огромные массивы финансовых данных, была показана принципиальная ограниченность каждого из этих подходов. В эконофизике – науке, которая возникла как раз в это время на стыке соответствующих дисциплин, была предпринята попытка осуществить синтез двух направлений как на уровне взаимодействующих агентов (в рамках соответствующих моделей), так и на уровне анализа и обработки данных. Во втором случае большие надежды связываются именно с фрактальным анализом. Это определяется тем, что на финансовых рядах достаточно быстро разрушается любой мыслимый порядок, зная который можно постоянно извлекать из этого прибыль. С другой стороны, «…Существуют многочисленные явления, в которых через определенное время разрушается любой мыслимый порядок. Но сколь бы хаотичной не становилась жизнь, на сколь бы мелкие осколки ни разбивалась всякая регулярность, одна мощная крепость остается незыблемой, гордо возвышаясь над турбулентным хаосом. Эта крепость – самоподобие, или инвариантность относительно изменения масштаба.»[8]. Поэтому вполне естественной, представляется попытка строить такой синтез на основе самоподобия, основным показателем которого является размерность D(или показатель H). Преодоление вычислительных трудностей такого подхода с помощью введения индекса фрактальности 
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 позволяет ставить и решать с приемлемой точностью самые разнообразные практические задачи (тестирование рядов, оценка риска, построение индикаторов сильных изменений). 
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